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概 要

減衰性 2 次元 Navier—Stokes 乱流に関する新しい相似仮説を提唱する．この理論は全ての
Reynolds 数状態で成り立つものである．理論は長さスケールが Λ ∼ t1/2p で発展することを
要請する．ここで t は時間で，p は超粘性の次数である．（p = 1 が拡散型の粘性である．）この
理論は，次元を持つ不定因子を含むという点で，異常な自己相似理論と呼ばれる．拡散型の粘
性を持つ場合，低い特殊な Reynolds 数状態で理論は無次元の不定因子を含む正常な自己相似
性を示し，Chasnov & Herring (1998) で議論された E ∼ t−1, Q ∼ t−2 を導く．ここで E はエ
ネルギー，Q はエンストロフィーである．この理論は，一般的に乱流状態は異常自己相似性を
もつことを主張する．高 Reynods 数極限では，理論は Chasnov (1997) と Das et al. (2001)
によって数値的に示された E ∼ t0, Q ∼ t−1 を予測する．非粘性状態は特異である．この場合，
理論は Batchelor (1969) の減衰則 E ∼ t0, Q ∼ t−2 を導く．しかしながら理論は全ての波数領
域でエネルギーが低波数側に流れることを要請している．このことは Fjørtoft (1953) の定理
に反する．これは Batchelor の減衰則が数値実験で実際に観測されない理由のひとつと考えら
れる．

1 はじめに

2次元 Navier—Stokes（NS）方程式は, 3次元 NS 方程式と比べて，特異な性質を持つことがよ

く知られている．特に，2次元系は運動エネルギー E と，渦度 ω の任意関数の空間積分を非粘性

保存量としてもつことが知られている．このような渦度に関係した無限個の保存量のうち，ω の

2 乗空間平均値であるエンストロフィーQ ≡ 1
2


ω2
®
が最も重要な量であると思われている．ここ

で h· · · i は空間平均値をあらわす．
減衰性 2次元 NS 乱流の高 Reynolds 数状態ではエネルギー E の散逸は消えるが，エンストロ

フィー Q の散逸は有限値に保たれる．そこで，Batchelor(1969) は E が減衰性 2 次元 NS 乱流の

高 Reynolds 状態における系の唯一の保存量であり，系の時間発展は E と t のみに依存すると仮

説を立てた．次元解析に基づいて彼は E =
R∞

0 E(k) dk で定義されるエネルギースペクトル E(k)

の自己相似形

E(k) = E3/2tF (kE1/2t) (1)

とエンストロフィー Q の減衰則,

Q ∼ t−2, (2)

を導いた．ここで, k は水平波数で, F はある普遍的な関数形である.

しかしながら，多くの高 Reynolds 数状態の数値実験はBatchelorの予測 (1), (2)を支持してい

ない．（例えば，Bartello & Warn 1996）最近 Chasnov (1997) はさまざまな Reynolds 数のもと
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で減衰性 2 次元 NS 乱流の数値実験を行い，ある臨界的な Reynolds 数状態においてエネルギー

スペクトルが自己相似形

E(k) = ElF (kl) (3)

を持ち，さらにエネルギーとエンストロフィーが

E ∼ t−1, Q ∼ t−2 (4)

で減衰する解が存在することを示した．ここで, l は l ≡
p
E/Q で定義される長さスケールであ

る. さらに 高 Reynolds 数状態において Chasnov (1997) とDas et al. (2001) によって

E(k) = t1/2F (kt1/2) (5)

の相似形を持ち

E ∼ t0, Q ∼ t−1 (6)

で減衰する解も発見された．以下では (3), (4) の解を臨界 Reynolds 数減衰則，(5), (6) の解を高

Reynolds数減衰則と呼ぶことにする．

Chasnov & Herring (1998)は, エネルギーとエンストロフィーの発展方程式から, 臨界 Reynolds

数減衰則と高 Reynolds 数減衰則の導出を行った．しかしながら，彼らの議論は拡散型の粘性を

持つ 2 次元 NS 方程式系を対象としたものであり，数値実験でしばしば用いられる超粘性を持つ

場合は考察されていない．彼らの理論を超粘性を持つ場合に拡張することは非自明である．そこ

で，本研究では超粘性を持った 2 次元 NS 系の減衰性乱流に関する新しい自己相似理論を提出す

る．ここで提出する新しい概念は，次元的に異常な自己相似，である．これはエネルギースペク

トルが，任意の長さスケールと時間によって縮尺されることを許す．我々の理論は，拡散型の粘

性の場合には，臨界 Reynolds 数減衰則，高 Reynolds 数減衰則を説明する．我々の理論を用いて

Batchelor の減衰則 (2) が数値実験で観測されない理由について考察する．

2 理論

議論の出発点は p 次の超粘性を持つ 2 次元 NS 方程式

∂ω

∂t
+ J (ϕ, ω) = (−1)p−1νp∇2pω (7)

から導かれるエネルギースペクトル E(k) の発展方程式

∂E(k)

∂t
= T (k)− 2νpk2pE(k) (8)

である. ここで, ϕ は流れ関数，J は Jacobian，νp は p 次の超粘性係数，T (k) はエネルギー伝達

関数である．（系は等方的であると仮定する．）E(k) が次のような自己相似形をもつと仮定する：

E(k) = cΛσtδG(x), x ≡ kΛ. (9)

ここで, σ, δ は定数, c は (長さ)3−σ/(時間)δ+2 の次元をもつ定数, G はある普遍的な正値関数であ

る. Λ は任意の長さスケールである. ここでは長さスケール Λ を明確には定義しない．なぜなら

ば，本研究では粘性スケールを含む全てのスケールに渡る自己相似性を考えているので，全ての

長さスケールは同じ率で発展しなければならず，したがって，Λ はエネルギー保持スケールにも

粘性スケールにもとることができる．σ = 3, δ = −2 の時には c は無次元定数となり, Λσtδ の次
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元は E(k) の次元に一致するが, それ以外の場合には c は次元をもった量となり, Λσtδ の次元と

E(k) の次元は一致しない. σ = 3, δ = −2 の時の (9) を正常な自己相似と呼び, それ以外の場合

を異常な自己相似と呼ぶことにする. このとき T (k) はある普遍的な関数 G1 を用いて次の形の自

己相似形をもつと仮定する：

T (k) = cΛσtδ−1G1(x). (10)

(9), (10) を (8) に代入し, (8)を普遍的な関数 G, G1 の方程式に書き直すと

G1(x) = γ
d

dx
{xG(x)}+ {(σ − 1)γ + δ}G(x) + 2νpΛ−2ptx2pG(x), (11)

γ ≡ d lnΛ

d ln t
(12)

を得る. G, G1 が存在するためには (11), (12) は陽に時間に依存してはいけない. そこで, (12) か

ら γ は定数であり，(11) の右辺最後の項から Λ−2pt ∼ t0, 即ち，次式を得る：

γ =
1

2p
. (13)

(13) は長さスケールの発展は粘性係数の形に依存することを示している．

2次元 NS 方程式の非線形項はエネルギー保存則に寄与しない．そこで T (k) は次の束縛条件を

満足する必要がある： Z ∞
0
T (k) dk ∼

Z ∞
0
G1(x) dx = 0. (14)

(11) を x について 0 から ∞ まで積分し，(14)と

lim
x→0

xG(x) = 0, lim
x→∞

xG(x) = 0, (15)

という仮定を用いると，

{(1− σ)γ − δ}
Z ∞

0
G(x) dx = 2νpΛ

−2pt

Z ∞
0
x2pG(x) dx (16)

を得る．この式はある種の完結方程式と解釈できる．なぜなら後で見るようにこの式を用いてエネ

ルギー方程式を閉じさせることができるからである．(7) で与えられる系のエネルギー散逸率 ² は

² ≡ −dE
dt
= 2νp

Z ∞
0
k2pE(k) dk (17)

なので，(16)は恒等的に

² = {(1− σ)γ − δ} E
t

(18)

と書ける．エネルギー散逸率は正でなければいけないので，

(1− σ)γ ≥ δ (19)

が要請される．

エンストロフィースペクトルについても同様の議論を行うことにより，エンストロフィー散逸

率 η は Q を用いて

η = {(3− σ)γ − δ} Q
t

(20)
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と書ける．

(18), (20) はエネルギーとエンストロフィーの減衰に関する簡単な関係式を導く．特にエネル

ギーが

E ∼ t−θ, (21)

θ = (1− σ)γ − δ (22)

で与えられるとき，エンストロフィーは

Q ∼ t−θ−2γ (23)

で減衰する．

拡散型の粘性の場合は p = 1 なので，(13) から γ = 1
2 が得られる．さらに θ = 1 ととること

により，(21), (23) は臨界 Reynolds 数減衰則となる．また，θ = 0 ととることにより (21), (23)

は高 Reynolds 数減衰則となる．即ち，我々の理論は，今まで見つかっている自己相似な減衰則を

説明できる．なお，θ はスケーリング指数 σ, δ に依存する．σ, δ の値がどのような場合に，θ が 1

や 0 をとるかは引き続く節で議論する．

3 議論

拡散型の粘性を持ち，正常な自己相似の場合を考える．即ち p = 1, σ = 3, δ = −2 である．こ
れらを (21), (22), (23) に代入すると，Chasnov (1997) の臨界 Reynolds 数減衰則が得られる．こ

の解析は，臨界 Reynolds 数減衰則以外の減衰則は，全て次元的に異常な自己相似であることを

示している．

ここで，我々の議論と Chasnov & Herring (1998) との関係について触れておく．彼らは，拡散

型の粘性項を持つ 2 次元 NS 方程式のエネルギーとエンストロフィーの発展方程式を出発点とし

て，長さスケール l に関する時間発展方程式

dl2

dt
= 2ν

¡
ρ2 − 1

¢
(24)

を導いた．ここで，ν = ν1, ρ は l と，パリンストロフィー P ≡ 1
2


|∇ω|2

®
とエンストロフィー

で定義される長さスケール µ ≡
p
Q/P との比，ρ =

p
l/µ である. 系が自己相似発展をするとき

には全ての長さスケールが同じ率で発展しなければならないので，そのとき ρ は一定に保たれる

はずであり，(24)は解

l2 = 2ν
¡
ρ2 − 1

¢
(t− t∗) +

E∗
Q∗

(25)

を持つ．ここで，E∗, Q∗ はそれぞれ t = t∗ における E , Q の値である．(25) を用いると，エネル
ギー発展方程式とエンストロフィー発展方程式を閉じさせることができ，エネルギーとエンスト

ロフィーの時間発展は

E = E∗
½
1 +

2νQ∗
E∗

¡
ρ2 − 1

¢
(t− t∗)

¾−1/(ρ2−1)

, (26)

Q = Q∗
½
1 +

2νQ∗
E∗

¡
ρ2 − 1

¢
(t− t∗)

¾−ρ2/(ρ2−1)

(27)

で与えられる．ρ =
√
2 の時に臨界 Reynolds 数減衰則が，ρ → ∞ の時に高 Reynolds 数減衰則

が得られることがわかる．
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ρ は p = 1 のとき

ρ =

s
E/²
Q/η (28)

と書くこともできる．この式に (18), (20) を代入し，正常自己相似 σ = 3, δ = −2 を仮定すると

ρ =
1√
1− γ (29)

を得る．拡散型の粘性の時には γ = 1
2 となるので，このとき ρ =

√
2 を得る．さらに，(28) にお

いて 高 Reynolds 数極限 ²→ 0 をとることにより，ρ→∞ が導かれる．つまり p = 1 の我々の

解析は Chasnov & Herring (1998) と同等であることがわかる．

次に Batchelor (1969) の相似仮説の問題に話題を移す．νp = 0 とした非粘性の E(k) の発展方

程式を出発点として，正常自己相似の場合には，(11) は

G1(x) = γ
d

dx
{xG(x)}+ 2(γ − 1)G(x) (30)

となる．以前と同様に (30) を x について 0 から ∞ まで積分し，(14) の束縛条件と (15) を用い

ると，γ = 1 が得られる．したがって，この場合にはQ ∼ Λ−2E ∼ t−θ−2 となる．非粘性である

という仮定（θ = 0）から，Q ∼ t−2 という Batchelor (1969) の減衰則 (2)が得られる．つまり，

Batchelorの減衰則は非粘性の正常自己相似と解釈できる．

ここで，エネルギーフラックスΠ(k) ≡ −
R k

0 T (k
0) dk0 ∼ −

R x
0 G1(x

0) dx0 を (30)から求めると，

−
Z x

0
G1(x

0) dx0 = −xG(x) (31)

が得られる．G(x), x は共に正なので，(31)は，全ての波数領域でエネルギーフラックスが負の

値をとる，即ち全ての波数領域でエネルギーが低波数へ輸送されることを意味する．しかしなが

ら，Fjørtoftの定理（Fjørtoft 1953）によると，2次元 NS 系の非線形（三波）相互作用は，エネ

ルギーを中間の波数モードから低波数モードと高波数モードへ向けて同時に輸送する，もしくは

それを高波数モードと低波数モードから中間波数モードへ向けて同時に輸送する．そこで，ある

波数領域でエネルギーフラックスは負の値をとらなければいけない．したがって，(31) の結果は

Fjørtoftの定理に反することになる．このことは，Batchelorの減衰則が実際の数値実験で観測さ

れない理由のひとつと考えられる．

スケーリング指数 σ, δ は (22) で見たようにエネルギーの減衰則と関係しているので，これら

の指数が Reynolds 数と関係しているであろうことは容易に想像が付く．実際に，拡散型の粘性を

持つ場合，長さスケール l および µ で定義された 2つのReynolds数

Rl =

√
E l
ν
, Rµ =

√
Eµ
ν

(32)

の比と σ, δ の間には µ
Rl
Rµ

¶2

= 1 +
2γ

(1− σ)γ − δ (33)

の関係が成り立つことが示せる．ただし，(33) は Reynolds 数Rl, Rµ と γ の値から σ, δ の値を

唯一に決定できるものではない．
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4 まとめ

減衰性 2次元 NS乱流において知られている幾つかの減衰則を統一的に記述できる相似仮説を

提唱した. Chasnov(1997)によって発見された臨界 Reynolds 数減衰則は正常自己相似に, Chas-

nov(1997) と Das et al. (2001) によって発見された高 Reynolds 数減衰則は異常自己相似に対応

する. また, Batchelor(1969) によって提唱された減衰則は非粘性状態の正常自己相似である. た

だし, この場合には全ての波数領域でエネルギーが低波数側に輸送され, Fjørtoft(1953) によって

提唱された 2次元NS系の基本的な物理的束縛を破っている. このことはBatchelor(1969) の減衰

則が数値実験で観測されない理由の一つと考えられる.

本研究で提唱された理論は他の 2次元乱流系に対しても適用することができる．特にCharney—

Hasegawa—Mima (CHM) 方程式に従う減衰性乱流の asymptotic model (AM) 領域に本理論を適

用した場合，Batchelor(1969) の相似仮説は p = 2 の超粘性の正常自己相似のときにのみ成り立つ

ことが示せる．実際に，p = 2 の CHM 方程式の数値シミュレーションから，減衰性 CHM 乱流

の AM 領域では Batchelor の相似仮説がうまく適用できることが Iwayama et al. (2002) によっ

て示されている．CHM乱流への本理論の適用は引き続く論文で議論していく．
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